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ВИЗНАЧЕННЯ ПОЛОЖЕННЯ ЦЕНТРА ІНЕРЦІЇ ПОРОЖНИСТОГО КОРПУСУ 
ВІБРОМАШИНИ ВП-10 ТА ВІДПОВІДНОГО ОСЬОВОГО МОМЕНТУ ІНЕРЦІЇ 

АНОТАЦІЯ. Застосування вібраційних методів набуває особливої актуальності для вдос-
коналення технологічних процесів. Вібрація забезпечує не лише підвищення ефективності ро-
боти устаткування, але й сприяє покращенню якісних характеристик оброблюваних матеріалів. 
Зокрема, в галузі будівництва та інженерії ущільнення матеріалів є одним із ключових процесів, 
що визначає стабільність і надійність конструктивних рішень. Параметри ущільнення, які регу-
люються вібраційними установками, мають вирішальне значення для досягнення найкращих ре-
зультатів. До цих параметрів відносяться амплітуда та частота коливань, інтенсивність на-
вантаження, а також геометричні особливості конструкції вібраційної плити. Визначення най-
кращих значень цих параметрів дозволяє не лише забезпечити максимальну якість ущільнення, 
але й сприяє раціональному використанню енергетичних ресурсів та підвищенню надійності об-
ладнання. В науковій статті розглядається визначення положення центра мас корпусу який має 
вигляд пустотілої трапеції та осьового моменту інерції розробленої нами вібраційної установки 
ВП - 10. Розглянуті параметри є необхідними для подальшого розрахунку кінетичної енергії, що, 
у свою чергу, дозволяє розв’язувати прикладні задачі механіки, спрямовані на оптимізацію конс-
труктивних і експлуатаційних характеристик вібраційних плит. 

Ключові слова: вібраційна плита, центр мас, момент інерції, вібраційна машина, оптимі-
зація параметрів, віброзбуджувач 

DETERMINATION OF THE POSITION OF THE CENTER OF INERTIA OF THE HOLLOW 
BODY OF VIBRATING MACHINE VP-10 AND THE CORRESPONDING AXIAL MOMENT OF 
INERTIA 

ABSTRACT. The use of vibration methods is becoming particularly relevant for improving techno-
logical processes. Vibration not only increases the efficiency of equipment, but also contributes to improving 
the quality characteristics of the processed materials. In particular, in the field of construction and engineer-
ing, material compaction is one of the key processes that determines the stability and reliability of structural 
solutions. Compaction parameters controlled by vibratory units are critical to achieving the best results. 
These parameters include the amplitude and frequency of oscillations, the intensity of the load, as well as 
the geometric features of the design of the vibrating plate. Determining the optimal values of these param-
eters allows not only to ensure maximum compaction quality, but also contributes to the rational use of 
energy resources and increased reliability of the equipment. The scientific article considers the determina-
tion of the position of the center of mass of the body, which has the form of a hollow trapezoid, and the 
axial moment of inertia of the VP-10 vibration installation developed by us. The considered parameters are 
necessary for further calculation of kinetic energy, which, in turn, allows solving applied problems of me-
chanics aimed at optimizing the design and operational characteristics of vibrating plates. 

Keywords: vibration plate, center of mass, moment of inertia, vibration machine, parameter opti-
mization, vibration exciter. 
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1. Постановка проблеми. Якість ущільнення матеріалів вібраційними установками 

залежить від амплітуди та частоти коливань, навантаження і геометричних параметрів об-

ладнання. Визначення найкращих значень цих параметрів є ключовим для забезпечення ви-

сокої якості ущільнення та раціонального використання енергії. Дослідження показують, 

що ефективність ущільнення залежить не лише від потужності вібратора, а й від взаємодії 

установки з матеріалом. Оптимізація динамічних параметрів на які впливають такі вели-

чини, як положення центра мас і осьовий момент інерції, дозволяє покращити передавання 

енергії, зменшити втрати та підвищити продуктивність. Аналіз параметрів установки дає 

змогу визначити режими роботи, що забезпечують максимальну якість ущільнення. Резуль-

тати можуть бути корисними для інженерів і конструкторів, які займаються проектуванням 

та вдосконаленням вібраційних машин у будівельній і дорожній галузях. 

2. Аналіз останніх досліджень і публікацій. Вібраційні методи є невід'ємною скла-

довою сучасних виробничих процесів, сприяючи їх оптимізації, підвищенню ефективності 

та покращенню якісних характеристик кінцевої продукції. Використання вібраційних мето-

дів дозволяє значно вдосконалити низку технологічних операцій, зокрема у будівництві, 

машинобудуванні, транспортній інженерії та інших галузях промисловості [1]. 

Одним із найважливіших напрямів застосування вібраційних методів є ущільнення 

матеріалів, що відіграє вирішальну роль у формуванні необхідної структури та міцності ви-

робів. Процес ущільнення впливає на експлуатаційні характеристики матеріалу, забезпечу-

ючи його рівномірну щільність, мінімізацію залишкових пустот та підвищення несучої зда-

тності. Від ефективності цього процесу залежить довговічність, міцність і стабільність кон-

струкцій, особливо в будівельній, дорожній та транспортній інфраструктурі [2]. 

Параметри ущільнення, що визначаються характеристиками вібраційної установки, 

зокрема амплітудою, частотою та напрямком коливань, безпосередньо впливають на дося-

гнення необхідних фізико-механічних властивостей матеріалу. Оптимізація цих параметрів 

є важливим науково-технічним завданням, яке спрямоване на підвищення ефективності 

процесу ущільнення, зниження енергетичних витрат та забезпечення максимальної техно-

логічної продуктивності [3]. 

Дослідження впливу параметрів вібраційних установок на якість ущільнення дозво-

ляє розробити нові конструктивні рішення та удосконалити методи проектування сучасних 

ущільнювальних машин [4]. Встановлення найкращих режимів роботи таких установок 

сприятиме підвищенню ефективності виробничих процесів та раціональному викорис-

танню ресурсів. 

3. Мета і завдання дослідження. Метою даної статті є визначення положення центра 

мас та осьового моменту інерції корпусу, що є необхідним для подальшого розрахунку кі-

нетичної енергії та розв’язання прикладних задач механіки, спрямованих на оптимізацію 

параметрів вібраційної плити. Отримані результати дозволяють підвищити енергоефектив-

ність, розширити технологічні можливості та оптимізувати тягові характеристики, необ-

хідні для ефективного переміщення вібраційного пристрою. 

4. Основний матеріал і результати. На основі конструкторських розробок нами була 

створена вібраційна машина зі змінними робочими органами ВП-10 для ущільнення мате-

ріалу [5]. Для з’ясування загальної тенденції впливу окремих параметрів вібраційної ма-

шини ВП - 10 на рух її робочого органу, а також для визначення оптимального співвідно-

шення між масою окремих складових елементів вібраційної машини, величини збуджучої 

сили, що генерується віброзбуджувачем, і зовнішньої рушійної сили постала потреба скла-

сти для цієї машини математичну модель її руху, щоб потім дослідити зазначену модель. 

Для цього була прийнята схематична модель вібромашини у вигляді плоскої механіч-

ної системи, що рухається у вертикальній площині Oyz  (рис. 1), яка складається з корпусу 

1  (масою 1m  у формі порожнистої трапеції ABDK  відповідних розмірів й товщиною 1 ), 

на який жорстко закріплений корпус 2  збуджувача коливань, дебалансний вал 3  якого ро-

зташований перпендикулярно до напрямку робочого руху вібромашини. На дебалансному 



Випуск/Issue 42, 2025  

 85 

валові 3  жорстко закріплений дебаланс 5 , обертання якого визначає робочий технологіч-

ний процес. Знизу до корпусу 1  також жорстко закріплена плита 4 , до якої шарнірно при-

єднана направляюча ручка 6. 

За таких припущень вібраційна машина ВП-10 моделюється механічною системою [6], 

що складається з чотирьох матеріальних тіл. 

 

 
 

Рисунок 1. Схематична модель вібраційної машини ВП-10 

Figure 1. Schematic model of the VP-10 vibration machine 

За результатами проведених експериментальних випробувань і досліджень [7] вста-

новлено, що в робочому режимі корпус  вібромашини здійснює плоскопаралельний рух в 

площині , через що за теоремою Кеніга [8] його кінетична енергія 
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де 
1CV  – модуль швидкості центра інерції 1С  корпусу 1 ; 1  – модуль миттєвої кутової шви-

дкості корпусу 1  навколо осі його миттєвого обертання, яка в розглядуваному положенні 

механічної системи проходить через точку 1С  перпендикулярно до площини розташування 

механічної системи; 1I  – осьовий момент інерції корпусу 1  відносно зазначеної осі миттє-

вого обертання. 

Для цього спочатку зобразимо на рисунку 2 трапецію ABDK  та у допоміжній декар-

товій системі координат A  визначимо положення її центра мас [9] як матеріального тіла 

відповідної форми. 

Центр мас трапеції позначимо J , а її координати J  і J  визначимо за формулами 
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де A  – площа трапеції; S  і S  – статичні моменти її площі відносно осей   та   відпо-

відно. 
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Рисунок 2. До визначення положення центра мас трапеції 

Figure 2. Before determining the position of the center of mass of the trapezoid 
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Підставляючи встановлені значення в формулу (4), дістанемо координати 
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за якими на рисунку 3 й зображуємо шукану точку J . 

Тепер на рисунку 3 розглянемо трапецію, назвавши її, наприклад, KDBA  , яка ви-

значає порожнину корпусу 1 . За отриманими формулами (5) і (6) встановимо положення 

центра J   мас цієї трапеції як матеріального тіла відповідної форми, враховуючи (після 

нескладного геометричного аналізу), що трапеція KDBA   має розміри: 
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Рисунок 3. До визначення положення центра мас трапеції A B D K     
Figure 3. Before determining the position of the center of mass of the trapezoid A B D K      
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За отриманими значеннями J   і J   зображуємо точку J   (рис. 3). 

Знаючи координати J   і J   точки J   в системі координат A  встановлюємо 

(рис. 3) координати J   і J   цієї точки в системі відліку A : 

JJ  += 1 ,                                                               (13) 

JJ  += 1 .                                                               (14) 

Тепер встановимо положення центра інерції 1С  безпосередньо корпусу 1 . Для цього 

на рисунку 4 зобразимо корпус 1  й точки J  і J  , місцезнаходження яких вже з’ясовано. 

Координати 
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де 1A  – площа корпусу 1  (певна річ, в дійсності 1A  – це площа поперечного перерізу кор-

пусу 1  вібраційної машини ВП-10; але в умовах розглядуваної схематичної моделі, це площа 

матеріального тіла 1  досліджуваної механічної системи); 1S  і 1S  – статичні моменти площі 

корпусу 1  відносно осей   та   відповідно. 

 

 
 

Рисунок 4. До визначення положення центра інерції корпусу 1  
Figure 4. Before determining the position of the center of inertia of the body  
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де значення A , J , J , J   і J   визначають формули (12), (5), (6), (13) і (14) відповідно. 

Підставивши значення (16), (17) і (18) в формули (15), знайдемо координати 
1C  і 

1C  

Встановимо [10] тепер в формулі (3) значення осьового моменту інерції 1I . Знову спо-

чатку розглянемо матеріальну пластину у вигляді трапеції ABDK  як сукупність матеріаль-

них пластин у вигляді прямокутника AEDK  і прямокутного трикутника EBD  (рис. 2). 

Згідно з [11] осьові моменти інерції прямокутної пластини AEDK  (розмірами ad  ) 

та трикутної пластини EBD  (з катетами d  і ( )ab− ) у системі координат A  відносно їх 

центральних осей, що проходять перпендикулярно до площини A  через точки 1J  і 2J  

відповідно, дорівнюють 
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22 abdmEBD
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−+
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Осьові ж моменти інерції пластин AEDK  і EBD  відносно осі, що проходить перпен-

дикулярно до площини A  через точку J  визначимо за теоремою Штейнера-Гюйгенса 

[11]: 
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З рисунка 3 за положеннями векторного числення видно, що у системі відліку A  

квадрати відповідних віддалей дорівнюють 
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де значення координат J  і J  визначають формули (5) і (6) відповідно. 

Оскільки момент інерції тіла є величиною адитивною (тобто момент інерції тіла дорі-

внює сумі моментів інерції окремих частин цього тіла), то, з урахуванням формул (19) і (20), 

момент інерції матеріальної пластини у вигляді трапеції ABDK  відносно осі, що проходить 

перпендикулярно до площини A  через точку J , дорівнює 
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Тому що у розглядуваному випадкові маси ABDKm , AEDKm  і EBDm  пропорційні площам 

трапеції ABDK , прямокутника AEDK  і трикутника EBD  відповідно, то, склавши очевидні 

пропорції, неважко встановити, що 

ABDKAEDK m
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з урахуванням чого й після відповідних «спрощень-перетворень» дістаємо: 
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Момент інерції матеріальної пластини у вигляді трапеції KDBA   у системі відліку 

A  відносно осі, що проходить перпендикулярно до площини A  через точку J   

(рис. 3), знайдемо, скориставшись отриманою формулою (21), підставляючи в яку необхідні 

величини, що визначають отримані вище відповідні формули, дістанемо: 

( ) ( )

( ) ( )
.

badabd

ba

ab

adad

ba

a
m

JJ

JJKDBAKDBA


























−

+
+








−


+

−+

+

−
+

+

























−


+








−


+

+

+


=





2222

2222

3

2

318

2212

2
I

                 (22) 

Застосовуючи теорему Штейнера-Гюйгенса [8] і враховуючи адитивність моменту 

інерції тіла та те ,що в розглядуваному випадкові масу матеріального тіла у вигляді трапеції 

KDBA   необхідно приймати від’ємною, осьовий момент інерції 1I  корпусу 1  відносно 

осі, що проходить через точку 1C , знайдемо у вигляді суми: 

( ) ( )21

2

11 JCmJCm KDBAKDBAABDKABDK
−−+= III .                              (23) 

З рисунка 4 неважко бачити, що 
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( ) ( ) ( )222

1 11 JСJСJС −+−=       і      ( ) ( ) ( )222

1 11 JСJСJC  −+−= ,               (24) 

де значення координат 
1С

  і 
1С , J , 

J , 
J   і 

J   визначають формули (15), (5), (6), (13) і 

(14) відповідно. 

Встановимо співвідношення між масами 1m , ABDKm  і KDBAm  , які відповідно пропор-

ційні площам 1A  корпусу 1 , A  трапеції ABDK  і A  трапеції KDBA  , через що 
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де значення площ 1A  і A  визначають формули (16) і (12) відповідно. 

Підставляючи значення, які визначають формули (21), (24), (22) і (25), у формулу (23), 

отримаємо остаточне шукане значення осьового моменту інерції 1I  Якщо звернути увагу 

на те, що після зазначеної процедури підставляння, кожен доданок отриманої формули буде 

містити спільний множник 1m , який можна винести за дужки, й позначити відповідну суму, 

що опиниться у дужках після винесення 1m , через 2

1i , то можна дістати формулу осьового 

моменту інерції 1I  корпусу 1  відносно осі його миттєвого обертання у вигляді: 

constim == 2

111I ,                                                              (26) 

де згідно з [8] 1i  – це радіус інерції корпусу 1  відносно його центральної осі. 

5. Висновки. 

1) У даній роботі розв’язано задачу визначення положення центра мас корпусу , а 

також його осьового моменту інерції  відносно осі миттєвого центру обертання, що про-

ходить через задану точку  вібраційної машини ВП-10. Отримані результати є важли-

вими для подальших розрахунків кінетичних характеристик руху вібраційної машини та 

можуть бути використані для оптимізації динамічних параметрів цієї машини. 

2) Встановлено, що у виведених залежностях (4) ÷ (26) всі параметри є константами, 

що визначаються через чотири основні геометричні характеристики корпусу: лінійні роз-

міри d, a, b та , що враховує конструктивні вібраційної машини ВП-10. Отримані матема-

тичні вирази дозволяють здійснювати точні розрахунки механічних параметрів конструкції 

та забезпечують основу для подальших досліджень, спрямованих на вдосконалення робо-

чих режимів вібраційних машин. 
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