
Техніка будівництва  Випуск/Issue 2(39), 2023 

 
40 

УДК 666.9.033 
DOI https://doi.org/10.32347/tb.2023.2-39.0204   

 
Микола Ручинський, 
кандидат технічних наук, 
професор кафедри машин і обладнання технологічних процесів 
Київский національний університет будівництва і архітектури 
просп. Повітрофлотський 31, м. Київ, 03037, Україна 

ORCID: http://orcid.org/0000-0002-9362-292X 
E-mail: ruchynskyi.mm@knuba.edu.ua  

 

ВИЗНАЧЕННЯ ПРУЖНИХ ХАРАКТЕРИСТИК ВІБРОСИСТЕМ БУДІНДУСТРІЇ 

АНОТАЦІЯ. Розглянуто моделювання складних динамічних систем зі змінними характеристиками 
пружних елементів та отримані аналітичні залежності для реалізації багато режимних суб- і 
суперрезонансів і запропонована карта стійкості віброударних машин. 

Ключові слова: резонанс, зона стійкості, віброударна система, пружність, пружні елементи. 

DETERMINATION OF ELASTIC CHARACTERISTICS OF BUILDING INDUSTRY 
VIBRATION SYSTEMS 

ABSTRACT. The design of the difficult dynamic systems is examined with removable descriptions of 
resilient elements and analytical dependences are got for realization of multimode resonances and the card of 
stability of vibration of shock machines is offered. 

Keywords: resonance, zone of stability, vibroshock system, elasticity, elastic elements. 

 

1. Постановка проблеми. Одним з можливих шляхів підвищення технологічного 

процесу є створення вібромашини, в конструкції якої передбачено параметр, що змінюється в 

часі, наприклад, використання додаткового пружного елементу [1].  
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Рис. 1. Узагальнена віброударна система (а) і зміна пружності за період (б) 

 

Таке рішення дає можливість отримати стійкі режими руху, в яких реалізуються як 

основний так і суб- і суперрезонанс, вивчення і встановлення яких має практичний інтерес. 

Обумовлюється це тим, що відкриваються нові потенційні можливості для передачі частот, 

відмінних від основної, що значно підвищує ефективність робочого процесу. Розглянемо 

наведену гібридну динамічну систему (рис.1, а), в якій коливання зв’язані з періодичною 

залежністю від часу параметра пружності (рис.1, б). 

2. Моделювання та методика досліджень. Розглянемо наведену гібридну динамічну 

систему (рис.1, а), в якій коливання зв’язані з періодичною залежністю від часу параметра 

жорсткості (рис.1, б). Математичне визначення цього класу коливань зазвичай дається для 
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систем, рівняння руху яких зводяться до звичайних рівнянь у часі (параметричні коливання). 

В прийнятій розрахунковій схемі (рис. 1,а) під т розуміється приведена маса вібросистеми, що 

включає в себе масу машини, що коливається, і реактивний опір середовища: 

бор тmm += .. ,   орт .  

де 𝑚р.о.  - маса робочого органу; 
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Тимчасові відрізки (рис.1,б) 𝜏1 і 𝜏2 представляють відповідно час руху маси без 

контакту з пружними обмежниками коливань, пружністю с і в контакті з цими елементами. 

Очевидно, що 𝑇 = 𝜏1 + 𝜏2. 

Розглянемо підхід, суть якого лежить в оцінці середньої за період Т пружності с [2]. 
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Тут відлік часу приймається з моменту контакту двох мас, що взаємодіють (рис.1). 

Підхід, що виражений у вигляді [2], дозволяє апроксимувати даний закон 𝑐(𝑡) функцією 
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Прийнятий запис обґрунтовується тим, що «прямокутний сплеск» 𝑐(𝑡) (рис.1,а) на 

ділянці 0<t<1 можна описати косинусоідальною функцією, і так як cos 𝜔𝑡 → 0  при 𝑡 =
1

4
𝑇, то 

вибираючи 𝜏2 =
1

4
𝑇, будемо мати, що 𝜔 =

2𝜋

𝑇
=

2𝜋

4𝜏2
=

𝜋

2𝜏2
. Для знаходження залежності для 𝑐𝑥 

будемо виходити з тотожності (2) і (3), маючи на увазі зміну 𝑐(𝑡) як середню за період Т: 
T
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Розв’язавши (4), отримаємо: 
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Знак « – » вказує, що значення синуса, що розглядаються, лежать в 3-й і 4-й чвертях 
𝜋

2

𝑇

𝜏2
> , відповідно, завжди 𝑐𝑥>0. Дійсно, використовуючи дослідні дані [1,3,4]., будемо мати 
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𝜏2

𝑇
=

1

3
 ; с𝑥 =

𝜋

2
𝑐2. Тоді є можливість записати рівняння коливань системи 

(рис.1,а) в трохи іншому вигляді: 
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На відміну від (8), тут 𝑎1
∗  і 𝑑1

∗ - коефіцієнти впливу реактивних і активних сил опору на 

частоті 
𝜔∗

2
, а 𝑎1 і 𝑑1 (див. 8) – коефіцієнти впливу реактивних і активних сил опору на основній 

частоті 𝜔; 𝜏2 - час контакту з 𝑐2; Т – період зміни пружності;  𝜔 =
2𝜋

𝑇
 , .*    

Розглянемо вільні коливання без врахування розсіювання енергії з наступним аналізом 

повного рівняння (6). 

Припустимо 𝑏 = 0  і 𝐹0, тоді рівняння (6) матиме вигляд: 
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Це рівняння Мат`є, в якому враховані хвильові процеси. Характер цього рівняння 

залежить від двох безрозмірних коефіцієнтів. Ввівши безрозмірний час 𝜃 =
𝜋
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1

2
, 

перетворимо рівняння (10) 
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Розглянемо коливання з врахуванням вищих гармонік: 
𝜋

2𝜏2
= 𝜔 = 2𝑛𝜔, де п – число, 

близьке до 2. Час контакту при цьому 𝜏2 =
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. При цьому слід відмітити , що 

точно 𝑛 ≠ 2,  так як інакше 𝑐𝑥 → ∞  згідно його виразу (5). Тому будемо брати числові значення 

𝑛 = 1,9; 1,95; 1,975; 1,99.  
Таким чином, формули для визначення 𝜉,𝑞, 𝑐𝑥 будуть мати вигляд 
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чи після підстановки 𝑐𝑥 і 𝑞 отримаємо 
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Необхідно встановити генерацію супергармонік з частотою 𝛼𝜔  за рахунок 

параметричної зміни пружності в системі. 

Коефіцієнт 𝜉 (характеризує відношення власної частоти системи при середньому 
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значенні параметра с1 до частоти зміни параметра пружності) і коефіцієнт 𝑞 (характеризує 

ступінь зміни параметра пружності) повністю визначають стійкість руху. Площина зміни 

параметрів 𝜉  і 𝑞  може бути розділена на області, що відповідають стійким і нестійким. Якщо 

параметри 𝜉 і 𝑞   попадають в зону стійкості, тоді можливі періодичні рішення (10). При цьому 

період руху повинен вдвічі перевищувати період зміни параметра. Якщо ж зміна жорсткості 

пропорційно 4𝜔  системи, тоді рух пропорційно подвоєної частоти системи 2𝜔  і отримаємо 

супергармонійну складову в зоні стійкості. 

 

 
 

Рис. 3. Карта стійкості віброударної системи 

 

А тепер врахуємо розсіяння енергії в системі, тобто 𝑏 ≠ 0. Тоді умова виникнення 

суперрезонансу буде при умові 
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Звідси випливає, що якщо при відсутності тертя суперрезонанс наступав при g>(1 −
𝜉) ≈ 1,  то зараз границя по g зростає, тобто умова (15) з врахуванням (14) матиме вигляд 
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Стає очевидним, що зміна часу контакту 𝜏2 тягне за собою зміну параметра g. До цього 

можна добавити, що оскільки дана система представляється гібридною (6),  то коефіцієнт т, 

що має розмірність маси і визначає реактивний опір, залежить від частоти. 

Звернемось до вихідного рівняння (6), тобто зараз розглянемо найбільш загальний 

випадок руху досліджуваної системи. Йдучи шляхом, аналогічним при отриманні рівняння 

(10), будемо мати 

 ( )1 2gcos2 0+ + +   = .                          (18) 

Умовою нестійкості, як і раніше (15), є вираз (𝜉 − 1) + 𝑔2 + 𝛼1
2 < 0, тобто наявність 

змушуючої сили не змінило зони стійкості і нестійкості параметричних коливань, що 
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розглядаються. 

Оцінимо, які області коливальних режимів в координатах 𝜔, 𝑥0.  Нехай 𝑥01 - амплітуда 

на частоті 𝜔, а 𝑥02 - амплітуда на частоті 2𝜔  (суперрезонанс). Змушуюча сила має амплітуду  

𝐹0на частоті 𝜔: 

 01 1 02 2x x sin t B cos t x sin 2 t B cos2 t.=  +  +  +   

Тепер визначимо роботу зовнішніх і внутрішніх сил системи. 

Робота зовнішньої сили на цикл коливань складає: 

 ( ) ( )

2

0 0

0

A F t x t dt F x sin ,




= =    

так як робота зовнішньої сили 𝐹(𝑡) над супергармонікою дає нульовий внесок. 

Робота внутрішніх сил (сил тертя) за період коливань: 

 ( )2 2 2

1 01 02 1W b x dt x 4 x b .= =  +    

Із умови балансу енергії 𝐴 = 𝑊 отримаємо: 
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Для збільшення внеску супергармонік 𝑥02 необхідне зростання сили з одночасним 

зменшенням сил тертя 𝑏1 і частоти 𝜔. 

Залежність 𝑥02  від 𝑥01буде мати невелику верхню можливу межу. 

Якщо 
𝐹0𝑥01

𝜔
− 𝑥01

2 = 𝑓(𝑥01), то необхідна умова буде виконуватись при [𝑓(𝑥01)]𝑥01
´ = 0. 

Тоді 
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− 2𝑥01 = 0 і 𝑥01 =
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. При цьому значенні амплітуди 𝑥01 амплітуда, що шукається: 
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При прийнятому підході матимемо, що 𝑥02 ≤ 0,5𝑥01. Знаючи 𝑥01 =
𝐹0

2𝑏1𝜔
, можна 

отримати умову, що визначає амплітуду: 

 0
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F
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                                              (21) 

Наявність змушуючої сили в розглянутому наближенні не змінює карту стійкості, але 

задає обмеження зверху на амплітуду суперрезонансної гармоніки. 

Таким чином, інженерні формули (14), (16), (21) дозволяють визначити необхідні 

параметри для реалізації суперрезонансного режиму роботи вібросистеми при врахуванні 

хвильових процесів в ущільнюючому середовищі. 

 

3. Висновки: 

1. Запропонований метод моделювання складних змішаних дискретно-континуальних 

систем, дає можливість отримати аналітичні залежності для вияснення фізичних явищ, що 

виникають в віброударних системах. 

2. Отримані залежності для визначення пружних елементів, які дають можливість 

реалізувати супергармонійний резонанс. 
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3. Приведена методика розрахунку основних параметрів віброударних систем і 

побудована карта стійкості, яка відображає реальний технологічний процес. 
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