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ДИНАМІЧНА ОПТИМІЗАЦІЯ НАВАНТАЖЕНЬ, ВИНИКАЮЧИХ ПРИ ГАЛЬМУВАННІ 
МЕХАНІЗМУ  ПЕРЕСУВАННЯ МОСТОВОГО КРАНА: АНАЛІТИЧНИЙ ПІДХІД 

АНОТАЦІЯ. У роботі запропонована модель для визначення динамічних навантажень, які 
виникають при гальмуванні механізму пересування мостового крана. Методами математичної фі-
зики, класичного варіаційного числення при застосувані апарату розв'язку звичайних лінійних дифе-
ренціальних рівнянь визначені аналітично закони руху механізму пересування вказаного крана, за 
яких динамічні навантаження у механізмі мінімізуються. Цей результат дає можливість здійснити 
конструктивні заходи для зниження рівня динамічної навантаженості крана. 

Задля зниження динамічних навантажень при гальмуванні механізму пересування мосто-
вого крана запропоновані додаткові заходи, а саме: 1) регулювання сили гальмування крана; 2) зме-
ншення маси візка й крана шляхом: а)  застосування металоконструкцій у вигляді ферм замість 
суцільних стінних; б) використання гнутих профілів для виготовлення металоконструкцій; в) за-
стосування легких сплавів; 3) зменшувати момент інерції ротора електродвигуна привода механі-
зму пересування мостового крана шляхом: а) застосування кількох двигунів із сумарною потужні-
стю, яка дорівнює потужності одного приводного двигуна, що знижує момент інерції ротора; б) 
використання двигунів з полегшеними роторами; 4) використовувати муфти зі змінною жорсткі-
стю.  
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Отримані у роботі результати можуть бути у подальшому використані для уточнення і 
вдосконалення існуючих інженерних методів розрахунку систем гальмування механізмів пересу-
вання мостових кранів задля мінімізації  динамічних навантажень у цих механізмах як на стадіях їх 
проектування, так і у режимах реальної експлуатації. 

Ключові слова: динамічна оптимізація, мінімізація навантажень, механізми пересування, 
гальмування, мостові крани, рухомі маси,пружна ланка. 

DYNAMIC OPTIMIZATION OF LOADS,  OCCURRING DURING THE BRAKING OF AN 
OVERHEAD CRANE TRAVEL GEAR: AN ANALYTICAL APPROACH 

ABSTRACT. The paper proposes a model for determining the dynamic loads arising during the 
braking of an overhead crane travel mechanism. By the methods of mathematical physics, classical varia-
tional calculus at application of the apparatus of the decision of the usual linear differential equations the 
laws of movement of the mechanism of movement of the specified crane at which dynamic loadings in the 
mechanism are minimized are analytically defined. This result gives an opportunity to carry out constructive 
measures for decrease in level of dynamic loading of the crane. 

In order to reduce the dynamic loads during the braking of the bridge crane movement mechanism, 
additional measures have been proposed, namely: 1) regulation of crane braking force; 2) reduction of bogie 
and crane weight by: a) application of steel structures in the form of trusses instead of solid wall ones; b) use 
of bent profiles for manufacturing of steel structures; c) application of lighter alloys; 3) reduction of the mo-
ment of inertia of the electric motor rotor of the crane travel mechanism by: a) using several motors with total 
power equal to the power of one drive motor, which reduces the moment of inertia of the rotor; b) using 
motors with lightweight rotors; 4) using couplings with variable stiffness.  

The results obtained in the work can be further used to refine and improve the existing engineering 
methods for calculating the braking systems of overhead crane travel mechanisms to minimize the dynamic 
loads in these mechanisms both at the stages of their design and in the modes of real operation. 

Keywords: dynamic optimization, load minimization, movement mechanisms, braking, overhead 
cranes, moving masses, elastic link. 

 

1. Постановка проблеми. Механізми пересування вантажопідйомних кранів (зок-

рема, мостових кранів) у періоди неусталеного руху (пуск чи зупинка) знаходяться під впли-

вом динамічних навантажень. Ці навантаження виникають у зв'язку із наявністю у механіз-

мах значних рухомих мас й досягають у порівнянні зі статичним навантаженнями великих 

значень. 

У механізмах пересування найбільші маси мають: ротор двигуна, моторні та гальмівні 

муфти, елементи крана, які рухаються поступально й обертаються (візок чи кран, ходові ко-

леса).  

Встановлено [1], що біля 80% відмов вантажопідйомних машин у основному пов'язані 

з динамічними навантаженнями, які призводять до руйнування внаслідок втоми несучих ме-

талоконструкцій кранів і деталей механізмів, підвищеного зносу поверхонь тертя окремих 

деталей, появи неприпустимих залишкових деформацій і т. п. Тому визначення й урахування 

при проектуванні (мостових) кранів динамічних навантажень дозволяють підвищити надій-

ність роботи кранів мостового типу. 

 Динамічні розрахунки необхідні задля визначення параметрів, які впливають на ве-

личину динамічних навантажень, й для розробки механізмів й крана в цілому з такими пара-

метрами, котрі знижували б ці навантаження, збільшуючи при цьому довговічність метало-

конструкції та механізмів (мостового) крана.  

2. Аналіз останніх досліджень і публікацій. Визначенню динамічних навантажень, 

виникаючих при гальмуванні механізму пересування кранів мостового типу присвячено ба-

гато робіт. Це, у першу чергу роботи М.С. Комарова [2], В.Ф. Гайдамаки [3], Н.А. Лобова [4], 

Л.Я. Будікова [5], С.І. Шевченка [6,7], В.С. Ловейкіна та А.П. Нестерова [8], В.Ф. Семенюка 

та ін. [9]. У цих роботах використовуються багатомасові розрахункові схеми і, відповідно, 

системи диференціальних рівнянь, які описують рух мас моста, мас частин привода, що обе-

ртаються, маси візка, маси вантажу. Загальний розв'язок такої системи диференціальних рі-

внянь можливий лише при використанні чисельних методів розв'язку, що значно ускладнює 
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проведення аналізу впливу окремих параметрів крана на величину динамічних навантажень. 

Це ускладнює розробку конструктивних і технологічних заходів щодо зниження рівня дина-

мічних навантажень крана та збільшення строку експлуатації його основних елементів: ме-

талоконструкції, ходових коліс, гальмівних пристроїв, підкранових рейок. 

3. Мета роботи. Обґрунтувати модель руху механізму пересування мостового крана, 

котра враховує виникаючі при гальмуванні цього механізму динамічні навантаження і вста-

новлення такого закону його руху, за якого вказані навантаження мінімізуються. 

4. Матеріали та методи.  Аналіз, виконаний у роботі [2], узагальнений у [9], показує, 

що у механізмі пересування мостових кранів найбільшими масами є: ротор двигуна та пере-

міщувані частини крану. Передачі механізму: зубчасті колеса, вали, мають відносно малі 

маси. Тому розрахункову схему механізму пересування можна подати у вигляді двох мас, які 

з'єднані між собою пружною ланкою. Пружна ланка представляє собою механічні передачі 

від двигуна до елемента, який безпосередньо переміщує кран, тобто вали (головним чином), 

зубчасті колеса, муфти.  

У даній розрахунковій схемі не враховується наступне: 

1) вплив розгойдування вантажу при гальмуванні;  

2) наявність демпфування у приводі й металоконструкції крана; 

3) наявність зазорів у приводі.  

Прийнято, що сила опору пересуванню постійна, а пробуксовування коліс відсутнє. 

Рух мас цієї моделі системи пересування крана описується наступною системою ди-

ференціальних рівнянь [9] (1) та (2): 

 
1 1 2 1 tm ×x -c×(x -x )=-P ;  (1) 

 
2 2 2 1m ×x +c×(x -x )=-W,  (2) 

де: 1m  – приведена маса частин двигуна, які обертаються (тобто це – ротор, моторні та галь-

мівні муфти); 2m  – приведена маса рухомих елементів крана (рухаються поступально) та тих 

елементів, котрі обертаються (візок, кран, ходові колеса); 1х  –  координата маси 1m ; 2х  – 

координата маси 2m ; с  – приведена жорсткість елементів передачі (головним чином валів) 

механізму  пересування мостового крана; tР  –  сила гальмування; W  – статичний опір пере-

суванню візка чи крана. 

Сила, яку сприймає пружна ланка механізму пересування, буде дорівнювати: 

 2 1F=c×(x -x ).   (3) 

Для визначення величини ( )2 1S= x -x  використаємо методику М.С. Комарова [2] і пере-

творимо систему диференціальних рівнянь (1) та (2) у одне диференціальне рівняння [9]. Для 

цього помножимо рівняння (1) на 2m , а рівняння (2) на 1m , а потім віднімемо від другого 

рівняння перше. Після перетворень маємо: 

 t1 2

2 1 2 1

1 2 1 2

P(m +m ) W
(x -x )+c× ×(x -x )= - .

m ×m m m
  (4) 

Або: 

 2 2t 1 2

1 2 1 2

P (m +m )W
s+p ×s= - , p = ×c.

m m m ×m
 (5) 

Розв'язок (5) шукаємо у наступному виді: 

 t 2 1

1 2

P ×m -W×m
s(t)=A×cospt+B×sinpt+D, D=

c×(m +m )
.  (6) 

Початкові умови при t=0  приймемо наступні: 

 
t=0 t=0

s =0; s =0.  (7) 

Підставляючи початкові умови у рівняння (6), знайдемо: 

 t 2 1

1 2

P ×m -W×m
A=- , B=0.

c×(m +m )
 (8) 
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Після підстановки значень  A  та В  у рівняння (6), маємо: 

 2t 2 1 t 2 1

1 2 1 2

(P ×m -W×m ) (P ×m -W×m ) p×t
s(t)= ×(1-cospt)= ×2×sin .

c×(m +m ) c×(m +m ) 2

 
 
 

 (9) 

Отже, вираз (9) дозволяє аналітично визначати динамічні навантаження, що виника-

ють при гальмуванні механізму пересування мостового крана, й розробити конструктивні 

заходи щодо зниження рівня динамічної завантаженості крана. 

З (9) випливає, що сила, яку сприймає пружна ланка механізму пересування, із ураху-

ванням (9) буде дорівнювати: 

 2t 2 1

1 2

(P ×m -W×m ) p×t
F=c×s= ×2×sin .

(m +m ) 2

 
 
 

 (10) 

Видно, що сила F  має коливний характер і приймає своє максимальне значення maxF : 

 t 2 1

max

1 2

2×(P ×m -W×m )
F =

(m +m )
.  (11) 

у моменти часу nt : 

  n

n

1
t = (-1) ×π+2×n×π × , n N.

p
  (12) 

Крім того, у моменти часу jt : 

 j

2×j×π
t = , j N,

p
  (13) 

F  приймає мінімальне (нульове) значення, тобто: 

 j minF(t )=F =0.  (14) 

Таким чином:  

 
t 2 1

max n

1 2

min j

2×(P ×m -W×m )
F =F(t )= ;

(m +m )

F =F(t )=0.







 (15) 

Такий режим руху механізму пересування мостового крана є ризикованим і може при-

зводити до аварійних ситуацій, пов'язаних з надлишковим перенапруженням пружної ланки 

механізму. 

Встановимо закон руху ( )S t , за якою F  приймає мінімальні значення на часовому про-

міжку, де механізм пересування крана гальмує. Нехай тривалість процесу гальмування скла-

дає Гτ . З'ясуємо умови, за яких реалізується рух пересувного механізму мостового крана з 

критерієм якості наступного виду: 

  
Г Гτ τ

22

Г Г0 0

1 1
I= × (F) dt= × c×s(t) dt min.

τ τ
   (16) 

Враховуючи рівняння (5) критерій якості руху пересувного механізму крана мосто-

вого типу можна подати у вигляді: 

 
Г

2τ 2

t

4

Г 1 20

P1 W c
I= × - -s × dt min.

τ m m p

   
  

   
  (17) 

Нехай tР =const , W=const , тоді необхідною умовою реалізації критерію (17) є рівняння 

Ейлера-Пуассона: 

 (IV)s =0.  (18) 

Розв'язок рівняння (18) шукаємо у вигляді сплайна по t  третього порядку: 

 2 3

0 1 2 3s(t)=a +a ×t+a ×t +a ×t .  (19) 
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 Для визначення констант ( )0 1 2 3a ,a ,a ,a  використаємо наступні термінальні умови: 

 
Г

t

t=0 t=0 t=0 t=τ

1 2

P W
s =0; s =0; s = - ; s =0.

m m
 (20) 

Тоді, враховуючи (19) і (20), матимемо: 

 t t2

0 1 2 3

1 2 Г Г 1 2

P Pa1 W 2 1 W
a =0; a =0; a = × - ; a = - × = - × - .

2 m m 3 τ 3×τ m m

      
      

      
 (21) 

Отже, закон руху механізму пересування крана ( )S t , за якого реалізується критерій 

якості (16), (17) руху, має наступний вид: 

 2 3t t

1 2 Г 1 2

P P1 W 1 W
s(t)= × - ×t - × - ×t .

2 m m 3×τ m m

   
   
   

 (22) 

Відповідно до (22) ( )F t  приймає вигляд: 

 2 3t t

1 2 Г 1 2

P Pc W c W
F(t)=c×s(t)= × - ×t - × - ×t .

2 m m 3×τ m m

   
   
   

 (23) 

На відміну від ( )F t  (10) ( )F t  (23) носить «плавний» характер залежності від часу ( )t . 

Свого максимального значення ( )F t  (23) набуває при Гt=τ . Ця величина складає: 

 
Г

2 2t t 2 1

max Г Гt=τ

1 2 1 2

P P ×m -W×m1 W 1
F(t) =F = ×c×τ × - = ×c× ×τ .

6 m m 6 m ×m

   
   
   

 (24) 

Якщо скласти співвідношення maxF  (10) до maxF  (24), то видно, що воно дорівнює: 

 max

2 2

max Г

F (10) 12
N= = .

F (24) p ×τ
 (25) 

Зменшуючи величину Гτ  (за рахунок, наприклад, використання в управлінні проце-

сом гальмування мехатронних систем), можна досягти реалізації нерівності: 

 
2 2

Г

12
>1.

p ×τ
 (26) 

Це означає, що максимальні навантаження на механізм пересування мостового крана 

зменшаться.  

5. Висновки. 1. Обґрунтовані фізико-механічна та математична моделі, які адекватно 

описують процес гальмування механізму пересування мостового крана.  

2. Встановлений закон руху механізму пересування крана мостового типу, за якого 

мінімізуються динамічні навантаження на пружну ланку цього механізму у процесі його га-

льмування до повної зупинки. 

3. Задля зниження динамічних навантажень при гальмуванні механізму пересування 

крану необхідно також: 1) регулювати силу гальмування крана; 2) зменшити масу візка та 

крана шляхом: а) застосування металоконструкцій у вигляді ферм замість суцільних стінних; 

б) використання гнутих профілів для виготовлення металоконструкцій; в) застосування лег-

ких сплавів; 3) зменшувати момент інерції ротора електродвигуна привода механізму пере-

сування шляхом:  а) застосування кількох двигунів із сумарною потужністю, яка дорівнює 

потужності одного приводного двигуна, що знижує момент інерції ротора; б) використання 

двигунів з полегшеними роторами; 4) використовувати муфти зі змінною жорсткістю.  

4. Отримані у роботі результати можуть бути у подальшому використані для уточ-

нення і вдосконалення існуючих інженерних методів розрахунку параметрів механізмів пе-

ресування кранів мостового типу з метою мінімізації діючих на них динамічних навантажень 

як на стадії проектування, так і у режимах їх реальної експлуатації. 
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